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時系列の状態空間モデル

L12-Q1
TA Prob and Sol:移動平均モデルMA(1)の例

1次の移動平均モデルMA(1)モデルを考える (授業中に使った記号で).
𝛽0 = 0 とする.

1 確率変数 𝑋2 を, 𝜖𝑡, 𝜃1 で表そう.
2 母期待値 E[𝑋2

2 ] を 𝜎と 𝜃1 で表そう.
3 母自己共分散 Cov[𝑋2, 𝑋3] を 𝜎と 𝜃1 で表そう.
4 母自己共分散 Cov[𝑋2, 𝑋4] を求めよう.

略解

1 𝑋2 = 𝜖2 + 𝜃1𝜖1.
2 E[(𝜖2 + 𝜃1𝜖1)2] = 𝜎2(1 + 𝜃1)2.
3 E[(𝜖2 + 𝜃1𝜖1)(𝜖3 + 𝜃1𝜖2)] = 𝜎2𝜃1.
4 0.
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時系列の状態空間モデル

L12-Q2
TA Prob and Sol:AR(4)の状態空間モデル

4次の自己回帰モデル AR(4)モデルを状態空間モデルとして考える (授業
の記号で).

1 状態ベクトルを書こう.
2 システムモデル, 観測モデルに現れる行列の, 𝐹, 𝐺, 𝐻 を書こう.

略解

1 𝑿𝑡 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥𝑡
𝑥𝑡−1
𝑥𝑡−2
𝑥𝑡−3

⎤
⎥
⎥
⎦
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時系列の状態空間モデル

2 𝒙𝑡 = 𝐹𝒙𝑡−1 + 𝐺𝒗𝑡, 𝑦𝑡 = 𝐻𝑉 𝑥𝑡 + 0 ⋅ 𝑤𝑡 とすると

𝐹 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝜙1 𝜙2 𝜙3 𝜙4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎦

, 𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

, 𝐻 = [1 0 0 0] .
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因子分析 Factor Analysis

多変量データセット

データ行列𝑥𝑖𝑗 (𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = … , 𝑝)

𝑗:10種競技の種目番号，𝑝:競技数．変数．
𝑖:選手番号, 𝑛:エントリー選手数．観測，データ点．
𝑥𝑖𝑗: 選手 𝑖の，競技 𝑗の得点．
横ベクトル 𝒙𝑖: 選手 𝑖の各種目の記録のリスト．

https://www.rdocumentation.org/packages/factoextra/versions/2.0.0/topics/decathlon2 得点でなく記録

データ点=確率変数の実現値：選手（の競技結果）

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L13因子分析 Factor Analysis 計算科学特論 (2026) 5 / 17

https://www.rdocumentation.org/packages/factoextra/versions/2.0.0/topics/decathlon2


因子分析 Factor Analysis

因子分析の動機

10種競技のデータを，「瞬発力」「持久力」のような，各選手の持つ（𝑝よ
りも少数の）𝑚個の共通因子で説明したい．
𝒇 = [

𝑓1
⋮

𝑓𝑚
].
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因子分析 Factor Analysis

因子分析の確率モデル

確率変数 これらには，𝑛個の実現値がある．
𝑝次元縦ベクトル𝑿 記録
𝑝次元縦ベクトル 𝝐 ノイズ
𝑚次元縦ベクトル 𝒇 共通因子 潜在変数
求めるべき係数・定数
定数の 𝑝 次元縦ベクトル 𝝁0
係数（因子負荷行列）Λ: 𝑝行𝑚列の行列．
個々のデータに対する 𝒇 の実現値

𝑿 = 𝝁0 + Λ𝒇 + 𝝐.
仮定：（母期待値，母分散を仮定し，分布は仮定しないが，まずは正規分
布を想像）「ぜんぶ「毋平均値ゼロ」「独立だったらそうなる共分散ゼロ」」

E[𝜖𝑗] =0, Cov[𝜖𝑗, 𝜖𝑘] = 𝛿𝑗𝑘𝜎2
𝑗 ,

E[𝑓ℓ] =0, Cov[𝑓ℓ, 𝑓ℎ] = 𝛿ℓℎ ⋅ 1,
Cov[𝜖𝑗, 𝑓ℓ] = 0.

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L13因子分析 Factor Analysis 計算科学特論 (2026) 7 / 17



因子分析 Factor Analysis

ミッション

機械学習で言うと教師なし学習．因子負荷行列を「いい感じに」定めたい．
クラスター分析を思い出そう「いい感じに」クラスターメンバーシップ
を定めたい
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因子分析 Factor Analysis

主成分分析との比較

次元圧縮

主成分分析では，入力されたデータ行列に対し，主成分という低次
元の量がアウトプットされる．変換のための主成分負荷量がある．
因子分析では，入力されたデータ行列に対し，共通因子という低次
元の量がアウトプットされる．変換のための因子負荷量がある．

潜在変数の (不)存在

主成分分析では，測定できていない変数はない
因子分析では，あるのに直接測定できていない潜在変数 (latent
variable)として共通因子がある

▶ 心理学や教育学では，そのような変数の存在を仮定しがちなので，自
然に，因子分析を使うことになる．
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因子分析 Factor Analysis

重回帰分析
𝑌 の教師データがある

𝑋1 𝑋2 𝑋3

𝑌

主成分分析
𝑍の教師データがない

𝑋1 𝑋2 𝑋3

𝑍1 𝑍2

因子分析
𝑓 は潜在変数

𝑓1 𝑓2

𝑋1 𝑋2 𝑋3

𝜖1 𝜖2 𝜖3
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因子分析 Factor Analysis

L13-Q1

Quiz(共分散行列の変換)

𝑿 = [
𝑋1

⋮
𝑋𝑚

]を𝑚個の確率変数のベクトルとする．

𝒀 = [
𝑌1
⋮

𝑌𝑝
] を，適当な次元の定数の行列𝑅により 𝒀 = 𝑅𝑿で定める．

𝑋𝑖の共分散Cov[𝑋𝑖, 𝑋𝑗]を (𝑖, 𝑗)成分とする行列を分散-共分散行列Σ𝑋𝑋
といい，Cov[𝑿, 𝑿]と略記する．

Σ は，行列 (𝑿 − 𝝁) t(𝑿 − 𝝁) の各成分の母期待値からなるもので
あることを示そう．
Cov[𝒀 , 𝒀 ] = 𝑅Cov[𝑿, 𝑿] t𝑅を示そう．
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因子分析 Factor Analysis

因子負荷行列の推定

E[𝑿] = 𝝁0.

標本平均値 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑗によって，パラメタ (𝜇0)𝑗を推定することがよく
行われる．

Cov[𝑿, 𝑿] =Cov[Λ𝒇, Λ𝒇] + Cov[𝝐, 𝝐]
=ΛCov[𝒇, 𝒇] tΛ + diag(𝜎2

1, … , 𝜎2
𝑝) = Λ tΛ + diag(𝜎2

1, … , 𝜎2
𝑝)

不偏標本共分散行列に近くなるように右辺を推定することがよく行われ
る（主因子法）．
𝝐, 𝒇 がすべて多次元正規分布と仮定し，すべてのパラメタを一度に最尤
推定することもよく行われる．
ベイズ推定もできる
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因子分析 Factor Analysis

L13-Q2

Quiz(因子分析の共分散行列)
因子分析のモデル

𝑿 = 𝝁0 + Λ𝒇 + 𝝐.

において，

Cov[𝑿, 𝑿] =Cov[Λ𝒇, Λ𝒇] + Cov[𝝐, 𝝐]
=ΛCov[𝒇, 𝒇] tΛ + diag(𝜎2

1, … , 𝜎2
𝑝) = Λ tΛ + diag(𝜎2

1, … , 𝜎2
𝑝)

を導出しよう．
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因子分析 Factor Analysis

解の任意性

（誤差がなくても）「正しい推定」は一意ではない (=識別可能性がない)
推定された Λ, 𝒇 に対して，𝑚次の直交行列 𝑃 に対して，𝑃Λ, t𝑃 𝒇 も同
じ資格を持つ．
さらに，Cov[𝑃𝒇, 𝑃 𝒇] = 𝐸である．
直交行列⇔ 𝑃 t𝑃 = 𝐸
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因子分析 Factor Analysis

解の選択

因子負荷行列は，人間が解釈しやすいものを選ぶ クラスター分析

どっちがいい？
変数 第 1因子 第 2因子

総合学力 理系的
𝑋1数学 0.80 0.50
𝑋1理科 0.90 0.49
𝑋2国語 0.85 -0.51
𝑋4社会 0.95 -0.49

変数 第 1因子 第 2因子
理系力 文系力

𝑋1数学 0.80 0.03
𝑋1理科 0.90 0.04
𝑋2国語 0.01 0.85
𝑋4社会 0.03 0.95

心理学では，後者が好まれる状況が多い．
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因子分析 Factor Analysis

解の回転

直交回転 Λ′ = 𝑃Λ は，𝑚次元の因子空間で軸を取り直すことに相当．あ
る原理（例：因子負荷行列にゼロに近い成分が多い）にしたがって綺麗
な軸を選ぶ方法が多数提案されている（〇〇回転）

斜交回転 𝑃 として，直交でない正則行列を許したものを斜交回転という
𝑃 が，各列ベクトルの長さが 1の正則行列のときも，Cov[𝑃𝒇, 𝑃𝒇] = 𝐸
以外は成立する

回転じゃないじゃん！ 回転＋シアじゃん！
制約が緩い分，原理（例：因子負荷行列にゼロに近い成分が多い）を徹底
しやすい．ただし，𝒇 の各成分は独立でなくなる（多変量正規分布なら，
共分散行列が対角でなくなる）
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因子分析 Factor Analysis

因子分析の手順

因子分析の手順
1 共通因子の個数 𝑝を決める．
2 因子負荷量 Λと，独自因子 𝜖𝑗の分散 𝜎2

1, … , 𝜎2
𝑚 を推定する．

3 因子空間の回転を行って共通因子の解釈をする．
4 共通因子（因子得点）𝒇1, … , 𝒇𝑛 を求める．
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