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今日の目標

多変量正規分布のアフィン変換による母平均値，母共
分散の変換を説明できる
線形重回帰モデルの残差，決定係数を説明できる
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線形重回帰モデルの精度評価

復習：線形重回帰モデル 多変量解析☆演習 (2026)L03

𝑌 =𝛼0 + 𝛽1(𝑥1 − 𝑥•1) + 𝛽2(𝑥2 − 𝑥•2) + 𝜖

𝑦𝑖, 𝑥𝑖𝑗 データ番号 𝑖 = 1, … , 𝑛, 説明変数番号 𝑗 = 1, … , 𝑝.
ダイヤルの平均 𝑥•𝑗 = 1

𝑛 ∑𝑖 𝑥𝑖𝑗. 行列𝑋とベクトル 𝒚, 𝜷, 𝝐で，また 𝜖𝑖 は独立より，次のよ
うにまとめられる．

𝒀 =𝑋𝜷 + 𝝐, 𝜖𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2) (独立同一分布)
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最尤推定⇝残差二乗和𝑆e最小化⇝ 𝜷̂ = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝒀 ⇝ ̂𝒀 = 𝑋𝜷̂ = 𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝒀

𝒀 , 𝒚: データ中の目的変数， ̂𝒀 , 𝒚̂: 推定値，回帰平面上の値．
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線形重回帰モデルの精度評価
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

ここまで来たよ

4. 線形重回帰モデルの精度評価
多変量正規分布の重回帰への適用
重回帰係数の推定量のしたがう分布
残差と平方和の分解と決定係数
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

アフィン変換のもとでの母平均値・母共分散の変換

命題 (アフィン変換のもとでの母平均値・母共分散の変換)

一般の確率変数 𝒀 = (
𝑌1
⋮

𝑌𝑛
) と，𝑞 × 𝑛行列𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝒃 ∈ ℝ𝑞に対して，

𝒀 ′ =𝐴𝒀 + 𝒃

𝒚′ = 𝐴 𝒚 + 𝒃

を考えるとき，

E[𝐴𝒀 + 𝒃] = 𝐴E[𝒀 ] + 𝒃, Cov(𝐴𝒀 + 𝒃) = 𝐴Cov(𝒀 )𝐴⊤

母平均値は簡単．一方母共分散は，Cov(𝐴𝒀 + 𝒃)𝑖𝑗 =
E[(∑𝑘 𝑎𝑖𝑘𝑌𝑘+𝑏𝑖)(∑ℓ 𝑎𝑗ℓ𝑌ℓ+𝑏𝑗)]−E[(∑𝑘 𝑎𝑖𝑘𝑌𝑘+𝑏𝑖)]E[(∑ℓ 𝑎𝑗ℓ𝑌ℓ+𝑏𝑗)] =
∑𝑘,ℓ 𝑎𝑖𝑘Cov(𝑌𝑘, 𝑌ℓ)𝑎𝑗ℓ = ∑𝑘,ℓ 𝑎𝑖𝑘Cov(𝑌𝑘, 𝑌ℓ)(𝐴⊤)ℓ𝑗 = 𝐴Cov(𝒀 )𝐴⊤.
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

多変量正規分布のアフィン変換

命題
𝑞 × 𝑛 行列𝐴の rank 𝐴 = 𝑞 のとき，
𝒀 ∼ 𝑁(𝝁, Σ) ならば，
𝒀 ′ = 𝐴𝒀 + 𝒃 は𝑁(𝐴𝝁 + 𝒃, 𝐴Σ𝐴⊤) にしたがう．

ここでは証明できない．
正確な証明確率統計 II

部分的には正規分布の再生性からわかる 久保川 統計学入門公式 6.21
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

等高線が傾いた楕円の 2次元正規分布
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等高線が円 𝐷 = 𝑦2
1 + 𝑦2

2
等高線が傾いた楕円 𝐷 = 𝑦2

1 + 𝑐𝑦1𝑦2 + 2𝑦2
2

𝐷 = ( 𝑦1𝑦2 )⊤ ( 1 0
0 1 )−1 ( 𝑦1𝑦2 )

から出発して, 回転と拡大縮小をする.

( 𝑦′
1
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2
) = 𝐴 ( 𝑦1𝑦2 ) + 𝒃, 𝑞𝑢𝑎𝑑𝐴 = ( cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃 ) ( 𝜎x 0
0 𝜎y

) , 𝒃 = ( 0
0 ) ,
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

L04-Q1 石村畑 §6.7

Quiz(2次元正規分布のアフィン変換)
多変量確率分布 𝒀 ∼ 𝑁(0, Σ) を考える．ただし，Σ = ( 1 0

0 4 ).
𝒀 ′ = 𝐴𝒀 + 𝒃 を考える．

𝐴 = ( 1 −1
1 1 ) , 𝒃 = ( 2

3 )

とする．

1 𝒀 の分布の等高線を描こう．
2 𝒀 ′ はどのような分布にしたがうか．
3 𝒀 ′ の分布の等高線を描こう．

略解
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線形重回帰モデルの精度評価 多変量正規分布の重回帰への適用

1 𝑦2
1

12 + 𝑦2
2

22 = 𝑐2. 中心原点，長軸は 𝑦2軸にそい長径 2𝑐, 単軸は 𝑦1 軸に
そい短径 𝑐 の楕円．

2 𝒀 ′ ∼ 𝑁(𝒃, Σ′), Σ′ = 𝐴Σ𝐴⊤ = ( 5 −3
−3 5 ).

3 等高線は，
(𝒚′ − 𝒃)⊤ ( 5 −3

−3 5 )−1 (𝒚′ − 𝒃) = 𝑐2.
(𝒚′ − ( 2

3 ))⊤ 1
16 ( 5 3

3 5 ) (𝒚′ − ( 2
3 )) = 𝑐2.

長軸が 𝑦1 = −𝑦2, 単軸が 𝑦1 = 𝑦2 になるように 𝜋/4回転し，中心を
𝒃に移すように平行移動した楕円．
この長軸短軸方向，長径短径の比は，Σ′−1 の固有値固有ベクトルを
求めることによっても決められる．
Σ′−1 の固有値は，1/2, 1/8, 対応する固有ベクトルの一つは
( 1

1 ) , ( 1
−1 ),
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線形重回帰モデルの精度評価 重回帰係数の推定量のしたがう分布

ここまで来たよ

4. 線形重回帰モデルの精度評価
多変量正規分布の重回帰への適用
重回帰係数の推定量のしたがう分布
残差と平方和の分解と決定係数
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線形重回帰モデルの精度評価 重回帰係数の推定量のしたがう分布

重回帰係数の推定量のしたがう分布

𝜷 :仏のみ知る真の母数
𝜷̂ : 𝑥𝑖𝑗 のもとでの 𝒀 の繰り返し測定から毎回求まる推定量．確率変数．
だから，分布が考えられる．

𝒀 = 𝑋𝜷 + 𝝐, 𝝐 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐸)

なので，𝒀 ∼ 𝑁(𝑋𝜷, 𝜎2𝐸). 一方，回帰係数の推定量 𝜷̂は

𝜷̂ = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝒀

というアフィン変換で得られるので，やはり多変量正規分布にしたがう．

E[𝜷̂] =(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤E[𝒀 ] = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑋𝜷 = 𝜷

Cov(𝜷̂) =(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝜎2𝐸((𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤)⊤ = 𝜎2(𝑋⊤𝑋)−1,

𝜷̂ ∼𝑁(𝜷, 𝜎2(𝑋⊤𝑋)−1) 久保川 統計学入門公式 12.1,12.6

もっともな結果．母平均値が 𝜷．不偏．ダイヤルの設定値𝑋の共分散
×𝑛 = 𝑋⊤𝑋 が大きいほど誤差=分散は小さくなる．
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線形重回帰モデルの精度評価 重回帰係数の推定量のしたがう分布

重回帰係数に対してできること 久保川 統計学入門公式 12.2,12.8

1 区間推定 (𝛽0や 𝛽1, … の信頼区間は?)
2 検定 帰無仮説 0: 𝛽0 = 0 ⇔ 切片はいらない
3 検定 帰無仮説 1: 𝛽1 = 0 ⇔ 𝑌 は 𝑥1 に依存しない

▶ 対立仮説 1: 𝑌 は 𝑥1 に依存する
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線形重回帰モデルの精度評価 重回帰係数の推定量のしたがう分布

あるPythonライブラリで偏回帰係数・仮説検定

import statsmodels.formula.api as smf E03_03任意
重回帰なら formula='y ∼ x1 + x2'
青い表の行で, 𝛽0, 𝛽1に 𝛽2, … , 𝛽𝑝 と加わる

決定係数R
(Adjusted 自由度調整済)

F統計量
F検定のp値
(有意確率)

目的変数は height

データの個数
自由度

切片β0
説明変数weightの

係数β1

値
t検定のp値
(有意確率) 95%信頼区間標準誤差
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

ここまで来たよ

4. 線形重回帰モデルの精度評価
多変量正規分布の重回帰への適用
重回帰係数の推定量のしたがう分布
残差と平方和の分解と決定係数
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

残差

残差 (縦)ベクトル 𝒆 = 𝒚 − 𝒚̂ = 𝒚 − 𝑋𝜷̂．

残差二乗和𝑆e = ∑
𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑖 = 𝒆⊤𝒆 = (𝒚 − 𝑋𝜷̂)
⊤

(𝒚 − 𝑋𝜷̂)

=𝒚⊤𝒚 − 2𝜷̂
⊤

𝑋⊤𝒚 + 𝜷̂
⊤

𝑋⊤𝑋𝜷̂

各項はスカラー (1次正方行列)なので，転置しても同じことを使った．

𝒚⊤𝑋𝜷̂ = (𝒚⊤𝑋𝜷̂)
⊤

= 𝜷̂
⊤

𝑋⊤𝒚.

𝜷̂ = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝒚.

最終的に，残差は 𝒆 = 𝒚 − 𝒚̂ = 𝒚 − 𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝒚.
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

残差分析 久保川 統計学入門 §12.2

単回帰 𝑝 = 1 で．
𝜖𝑖 = 𝑦𝑖 − (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖) ∼ 𝑁(0, 𝜎2).
残差 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ̂𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 − ( ̂𝛽0 + ̂𝛽1𝑥𝑖).

1 あとで出てくる決定係数𝑅2 = 1 − ∑残差2

水平な直線からのずれ 2 が 1に近いか?
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2 (𝑥, 𝑒) の散布図を描く. 残差 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ̂𝑦𝑖 は測定値の予測値からのずれ.
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3 残差 𝑒 のヒストグラムを描く（横軸のスケールの違いに注意）.
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

全平方和の分解

𝑆t =|𝒚 − 𝒚|2

=|(𝒚 − 𝒚̂) + (𝒚̂ − 𝒚)|2
!=|𝒚 − 𝒚̂|2 + |𝒚̂ − 𝒚|2

=𝑆e + 𝑆r

𝑆t: 全平方和（すべての 𝑦のちらばり)total
𝑆r: 回帰平方和（ちらばりのうち，回帰平面で説明できる部分）
regression
𝑆e: 残差平方和（残り，予測値と実測値のずれ）error

ℝ𝑛で，2つのベクトルは直交する!
ここでは証明できないが，線形重回帰と，一定範囲のモデルで成立する．
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

L04-Q2 石村畑 §6.7

Quiz(平方和分解と決定係数)

次のデータから求めた回帰直線は 𝑦 = 3 + 2𝑥 である．
𝑥 𝑦
1 6
2 6
4 10
5 14

0 𝑥, 𝑦の散布図と回帰直線を描こう
1 総平方和 𝑆tを求めよう
2 回帰平方和 𝑆rを求めよう
3 残差平方和 𝑆eを求めよう
4 決定係数𝑅2を求めよう．
5 自由度調整済み決定係数 𝑅∗2を求めよう．
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

決定係数と重相関係数 久保川 統計学入門 p.243

定義 (決定係数𝑅2 (𝑅2-score))

𝑅2 = 1 − 𝑆e
𝑆t

= 𝑆r
𝑆t

𝑅2が大きいほどよいモデル+推定結果．残差が小さく，回帰による説明がよい．
変動のうち，回帰で説明できる部分の比率．0 ≤ 𝑅2 ≤ 1.

定義 (自由度調整済み決定係数𝑅∗2
久保川 統計学入門 p.248 )

𝑅∗2 = 1 − 𝑆e/(𝑛 − 𝑝 − 1)
𝑆t/(𝑛 − 1)

大きいほどよいモデル+推定結果．
説明変数 𝑝の個数が少ないのに目的変数をよく説明するほど，よいモデルである，
ことを反映した指標．
説明変数の個数の違うモデルの間での比較に役立つ（次回）．
実は，𝑛 − 𝑝 − 1, 𝑛 − 1 は，𝑆e, 𝑆t のしたがうカイ二乗分布の「自由度」確率統計 I
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線形重回帰モデルの精度評価 残差と平方和の分解と決定係数

定義 (重相関係数)
重相関係数 =データ( ̂𝑦𝑖, 𝑦𝑖)𝑖=1,…,𝑛の相関係数

ここでは証明は手に余る．

命題 (決定係数と重相関係数)
線形重回帰において，決定係数𝑅2 = (重相関係数)2

線形重回帰以外にも，一定範囲のモデルで成立する．

命題 (重相関係数と相関関数の関係)
線形単回帰において，
重相関係数 =データ( ̂𝑦𝑖, 𝑦𝑖)𝑖=1,…,𝑛の相関係数 =
データ(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)𝑖=1,…,𝑛の相関係数
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