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今日の目標

同時分布, 周辺分布を説明できる 久保川 統計学入門 §6.1,§6.3

同時分布から周辺分布, 母期待値, 母共分散を求めら
れる 久保川 統計学入門 §6.2

独立性を使って計算できる 久保川 統計学入門 §6.4
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正規分布

L05-Q1
Quiz解答:標準正規分布の確率
rvz=stats.norm(loc=0,scale=1) とする．

1 𝑃(𝑍 ≤ 1.23) = ∫1.23
−∞

𝜙(𝑧) d𝑧 = Φ(1.23) − Φ(−∞) = Φ(1.23) − 0 =
rvz.cdf(1.23) = 0.5708.

2 𝑃(−0.56 < 𝑍 ≤ +1.23) = ∫1.23
−0.56

𝜙(𝑧) d𝑧 = Φ(1.23) − Φ(−0.56) =
rvz.cdf(1.23) − rvz.cdf(-0.56) = 0.6030.

3 Φ(0) − Φ(−1.23) = 1
2 − (1 − Φ(1.23)) = Φ(1.23) − 1

2 .
4 0.025 = 𝑃(𝑍 > 𝑑) = 𝑃(𝑑 < 𝑍 < +∞) = Φ(+∞)−Φ(𝑑) = 1−Φ(𝑑).
よって, Φ(𝑑) = 1 − 0.025.
𝑑 = 𝐹 −1(1 − 0.025) = rvz.ppf(0.975) = 1.960.

L05-Q2
Quiz解答:正規分布の確率

1 E[𝑋] = 4.

樋口さぶろお (数理・情報科学課程) L06多変数の確率変数 確率統計 I(2025) 2 / 25



正規分布

2 Var(𝑋) = 32.
3 𝑥 = 4 を対称軸とする，幅 3くらいの正規分布の確率密度関数のグ
ラフ. 標準正規分布のグラフを, 横に 3倍, 縦に 1/3 倍, 右に 4平行
移動.

−1 1 4 7
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√

2𝜋
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√

2𝜋32

𝑥

𝜙(𝑧)
𝑓(𝑥)

L05-Q3
Quiz解答:正規分布の確率
𝑋 を標準化すると, 𝑍 = 𝑋−3

2 .
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正規分布

1 𝑓x(𝑥) = 1√
2𝜋⋅22 e− (𝑥−3)2

2⋅22 , 𝜙(𝑧) = 1√
2𝜋e− 𝑧2

2 . 𝑋, 𝑍の累積分布関数をそ
れぞれ 𝐹x(𝑥) =scipy.stats.norm(loc=2,scale=3).cdf(x),
Φ(𝑧) =scipy.stats.norm(loc=0,scale=1).cdf(z) とかく.

−1 1 4 7

1/
√

2𝜋

1/
√

2𝜋22

𝑥

𝜙(𝑧)
𝑓(𝑥)

2 E[𝑋2] = Var(𝑋) + E[𝑋]2 = 22 + 32.
3 𝑃(𝑋 ≥ 5) = 𝑃(5 ≤ 𝑋 < +∞) = 𝑃(5−3

2 ≤ 𝑋−3
2 < +∞) = 𝑃(5−3

2 ≤
𝑍 < +∞) = 1 − Φ(1) =1-scipy.stats.norm(loc=0,scale=1).cdf(1)
= 0.15877.

4 𝑃(1 ≤ 𝑋 ≤ 7) = 𝑃(1−3
2 ≤ 𝑍 ≤ 7−3

2 ) = Φ(2) − Φ(−1) = 0.81859.
5 𝑃(3 ≤ 𝑋 ≤ 9) = 𝑃(3−3

2 ≤ 𝑍 ≤ 9−3
2 ) = Φ(3) − Φ(0) = Φ(3) − 1

2 .
6 3

4 = 𝑃(−∞ < 𝑋 ≤ 𝑑) = 𝑃(−∞ < 𝑍 ≤ 𝑑−3
2 ) より 𝑑′ = (𝑑 − 3)/2.

𝑑′ = Φ−1(3
4) = scipy.stats.norm(loc=0,scale=1).ppf(0.75).
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正規分布
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

ここまで来たよ

5 正規分布

6 多変数の確率変数
2変数の確率分布
確率変数の独立性
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

2つの離散型確率変数の同時確率分布高校 数学 B 久保川 統計学入門 §6.1

例 6枚のカードから無作為に 1枚引く. ♡7 ♡8 ♡9 ⋄8 ♠9 ♣9
2つの離散型確率変数の同時分布
𝑋 =数, 𝑌 = 0(赤札), 1(黒札) とすると (𝑥, 𝑦) を得る確率は 2変数の確率
関数で書ける. 同時分布, 結合分布, joint distribution という.

コンマ前が𝑋,後が 𝑌の値. 明示のた
め 𝑝xy(𝑥, 𝑦) と書くことも．𝑃(条件)
型の表記で 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)とも.
表で書いた方がまし. ここでは,「他」
は省略.
表の縦軸横軸に意味なし．ラベル𝑋, 𝑌
をよく見て．

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧
{{{
⎨
{{{
⎩

1
3 ((𝑥, 𝑦) = (8, 0))
1
6 ((𝑥, 𝑦) = (9, 0))
1
3 ((𝑥, 𝑦) = (9, 1))
1
6 ((𝑥, 𝑦) = (7, 0))
0 (他)

𝑦\𝑥 7 8 9
0 1

6
1
3

1
6

1 0 0 1
3
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

今まで時々見た，「𝑋 = 2𝑌 + 7」のような式は，同時分布が次の形である
ことを意味する．
𝑦\𝑥 7 8 9

0 𝑝 0 0
1 0 0 1 − 𝑝

定義 (同時分布の確率 久保川 統計学入門 §6.1 )
条件 𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏かつ 𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑 の成り立つ確率は，

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏かつ 𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑) = ∑
𝑎<𝑥≤𝑏

∑
𝑐<𝑦≤𝑑

𝑝(𝑥, 𝑦)

定義 (同時分布の母期待値 久保川 統計学入門 §6.2 )

E[𝑔(𝑋, 𝑌 )] 定義=
+∞

∑
𝑥=−∞

+∞

∑
𝑦=−∞

𝑔(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑝(𝑥, 𝑦)
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

多変数の連続型確率分布

2変数の同時確率密度関数 𝑓(𝑥, 𝑦).
𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0, 大きいほど, その (𝑥, 𝑦)が
「出やすい」

定義 (連続型同時分布の確率)

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏かつ 𝑐 < 𝑌 ≤ 𝑑) = ∫
𝑎

𝑏
∫

𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦

平面の領域上にある部分の体積

定義 (連続型同時分布の母期待値)

連続型 E[𝑔(𝑋, 𝑌 )] = ∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

L06-Q1

Quiz(多変数の確率変数の期待値)
2変数𝑋, 𝑌の離散型確率分布を考える. 同時分布 𝑝(𝑥, 𝑦) が下の表で与え
られる.
𝑦\𝑥 1 2 3
0 0 2

12
1

12
2 4

12 0 5
12

1 母期待値 E[2𝑋2 + 𝑒𝑌] を求めよう.
2 確率 𝑃(𝑋𝑌 ≥ 2) を求めよう.
3 周辺分布 𝑝x(𝑥), 𝑝y(𝑦) を求めよう.
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

命題 (多変数の確率分布の母期待値の性質高校 数学 B 久保川 統計学入門 §6.2 )

E[𝑔1(𝑋, 𝑌 ) + 𝑔2(𝑋, 𝑌 )] =E[𝑔1(𝑋, 𝑌 )] + E[𝑔2(𝑋, 𝑌 )] (6.1)
特にE[𝑋 + 𝑌 ] =E[𝑋] + E[𝑌 ] (6.2)

証明

E[𝑔1(𝑋, 𝑌 ) + 𝑔2(𝑋, 𝑌 )] = ∑
𝑥

∑
𝑦

(𝑔1(𝑥, 𝑦) + 𝑔2(𝑥, 𝑦))𝑝(𝑥, 𝑦)

=E[𝑔1(𝑋, 𝑌 )] + E[𝑔2(𝑋, 𝑌 )].
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

周辺分布 久保川 統計学入門 §6.1

定義 (確率変数の周辺分布)
同時分布 𝑝(𝑥, 𝑦) に対して,
𝑋 の周辺分布 𝑝x(𝑥), 𝑌 の周辺分布 𝑝y(𝑦) は,

離散型𝑝x(𝑥) = 𝑝(𝑥, •) = ∑
𝑦

𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝y(𝑦) = 𝑝(•, 𝑦) = ∑
𝑥

𝑝(𝑥, 𝑦)

連続型𝑓x(𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑝(𝑥, 𝑦) d𝑦, 𝑓y(𝑦) = ∫

+∞

−∞
𝑝(𝑥, 𝑦) d𝑥

要するに一方を無視した分布. 小計.
𝑦\𝑥 7 8 9 計

0 1
6

1
3

1
6

1 0 0 1
3

計
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

命題 (𝑋だけ, 𝑌だけの関数の母期待値)
𝑥だけ, 𝑦 だけの関数の母期待値は,
下の左辺=同時分布 で計算しても
下の右辺=周辺分布 で計算しても
同じ結果.

E[𝑔(𝑋)] = ∑
𝑥

∑
𝑦

𝑔(𝑥) ⋅ 𝑝(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑥

𝑔(𝑥)∑
𝑦

𝑝(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑥

𝑔(𝑥) ⋅ 𝑝x(𝑥)

E[𝑔(𝑌 )] = ∑
𝑦

∑
𝑥

𝑔(𝑦) ⋅ 𝑝(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑦

𝑔(𝑦)∑
𝑥

𝑝(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑦

𝑔(𝑦) ⋅ 𝑝y(𝑦)
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

L06-Q2

Quiz
さっきの問で

1 周辺分布を求めよう.
2 周辺分布から E[2𝑋2 + e𝑌] を求めよう.
3 母分散 Var(𝑋) を求めよう.
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

母共分散高校 数学 C 久保川 統計学入門 §6.2

定義 (母共分散 covariance 久保川 統計学入門 §6.2 )
𝑋, 𝑌 が確率変数で, 𝜇x = E[𝑋], 𝜇y = E[𝑌 ] とおいたとき,

母共分散Cov(𝑋, 𝑌 ) 定義= E[(𝑋 − 𝜇x)(𝑌 − 𝜇y)].
=⋯ = E[𝑋 × 𝑌 ] − E[𝑋] × E[𝑌 ]

Var(𝑋) = E[(𝑋 − 𝜇x)(𝑋 − 𝜇x)] = E[𝑋2] − E[𝑋]E[𝑋].
Var(𝑋) = Cov(𝑋, 𝑋).
L06-Q3

母共分散
さっきの問で

1 母期待値 E[𝑋𝑌 ] を求めよう.
2 母共分散 Cov(𝑋, 𝑌 ) を求めよう.
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多変数の確率変数 2 変数の確率分布

2変数の確率分布の母期待値のよくある間違い

E[𝑔(𝑋, 𝑌 )]≠𝑔(E[𝑋], E[𝑌 ])

だって, sin(log𝑥 𝑦)≠ logsin 𝑥(sin 𝑦) じゃん.
特に E[𝑋 × 𝑌 ]≠E[𝑋] × E[𝑌 ]. × を, + と区別しよう.

2変数の確率分布の母分散のよくある間違い

Var(𝑋 + 𝑌 )≠Var(𝑋) + Var(𝑌 )

母分散を, 母期待値と区別しよう.
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多変数の確率変数 確率変数の独立性

ここまで来たよ

5 正規分布

6 多変数の確率変数
2変数の確率分布
確率変数の独立性
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多変数の確率変数 確率変数の独立性

確率変数の独立性高校 数学 C 久保川 統計学入門 §6.3

定義 (事象の独立性 久保川 統計学入門定義 3.11 )
事象 𝐴, 𝐵 が独立 (independent)とは次が成立すること.

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)

例:A=赤のサイコロの目が 1, B=白のサイコロの目が 1

定義 (確率変数の独立性 久保川 統計学入門定義 6.9 )
確率変数 𝑋, 𝑌 が独立 (independent)とは次が成立すること.

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝x(𝑥) × 𝑝y(𝑦)

𝑋, 𝑌が独立とは，直観的に

同時分布が, 周辺分布だけから (積で)決まっちゃうこと
すべての行 (周辺分布も)がベクトルとして平行. すべての列 (周辺分布も)が
ベクトルとして平行
𝑋, 𝑌 が互いに「無関係」であること
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多変数の確率変数 確率変数の独立性

独立である例

例
𝑦\𝑥 0 1
10 4/9 2/9
11 2/9 1/9

=
𝑦\𝑥 𝑝x(0) 𝑝x(1)

𝑝y(10) 𝑝x(0)𝑝y(10) 𝑝x(1)𝑝y(10)
𝑝y(11) 𝑝x(0)𝑝y(11) 𝑝x(0)𝑝y(11)

例 赤白のサイコロを各 1個振って, 𝑋 =赤の目, 𝑌 =白の目.
例 下のカードから引いて, 𝑋 =色, 𝑌 =数.
♡8 ♢8 ♢9
♠8 ♣8 ♣9
L06-Q4

Quiz(離散型確率変数の独立性)
独立な離散型確率変数𝑋, 𝑌がある. 同時分布 𝑝(𝑥, 𝑦) は次の表で与えられる. 空
欄の確率を求めよう．
𝑦\𝑥 3 4 計
13 2

7
14
計 7

10
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多変数の確率変数 確率変数の独立性

命題 (復習:𝑋, 𝑌が独立でなくても成立する性質 久保川 統計学入門 §6.2 )

E[𝑔1(𝑋, 𝑌 ) + 𝑔2(𝑋, 𝑌 )] =E[𝑔1(𝑋, 𝑌 )] + E[𝑔2(𝑋, 𝑌 )] (6.3)
特にE[𝑋 + 𝑌 ] =E[𝑋] + E[𝑌 ] (6.4)

E[𝑔1(𝑋) × 𝑔2(𝑌 )]≠E[𝑔1(𝑋)] × E[𝑔2(𝑌 )] (6.5)

母共分散Cov(𝑋, 𝑌 ) 定義= E[(𝑋 − 𝜇x)(𝑌 − 𝜇y)] (6.6)
=E[𝑋 × 𝑌 ] − E[𝑋] × E[𝑌 ] (6.7)
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L06-Q5

Quiz(2次元の独立でない確率変数の母期待値)
確率変数𝑋, 𝑌について, E[𝑋] = 3, E[𝑋2] = 16, E[𝑌 ] = 10, E[𝑌 2] = 102, E[𝑋𝑌 ] = 25 が成
立する. 次の量を求めよう.

1 E[(𝑋 + 2)(𝑌 + 3)]
2 Cov(𝑋, 𝑌 )
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命題 (𝑋, 𝑌が独立のときに追加で成立する性質 久保川 統計学入門公式 6.13 )

𝑔(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔1(𝑋) × 𝑔2(𝑌 )と因数分解されるとき
E[𝑔(𝑋, 𝑌 )] = E[𝑔1(𝑋) × 𝑔2(𝑌 )] =E[𝑔1(𝑋)] × E[𝑔2(𝑌 )] (6.8)

特にE[𝑋 × 𝑌 ] =E[𝑋] × E[𝑌 ] (6.9)
0 =Cov(𝑋, 𝑌 ) =E[𝑋𝑌 ] − E[𝑋] × E[𝑌 ] (6.10)

Var(𝑋 + 𝑌 ) =Var(𝑋) + Var(𝑌 ) (6.11)
Var(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐) =𝑎2Var(𝑋) + 𝑏2Var(𝑌 ) (6.12)

𝑔1(𝑋) には 𝑌が，𝑔2(𝑌 ) には𝑋が含まれない．こう書いたらそういう
意味．
Cov(, )は「独立でない度」ただし，Cov(𝑋, 𝑌 ) = 0 は独立の
必要条件 (だが十分条件 ではない) 久保川 統計学入門公式 6.14
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一部の証明連続型で書くけど, ∫ → ∑ で離散型でも同様.

E[𝑔1(𝑋) ⋅ 𝑔2(𝑌 )] = ∬ 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑦) ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦 d𝑥

独立= ∬ 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑦) ⋅ 𝑓x(𝑥) × 𝑓y(𝑦)d𝑦 d𝑥

= ∫ 𝑔1(𝑥)𝑓x(𝑥)(∫ 𝑔2(𝑦) ⋅ 𝑓y(𝑦)d𝑦)d𝑥

=E[𝑔1(𝑋)] × E[𝑔2(𝑌 )]

Var(𝑋 + 𝑌 ) =E[(𝑋 + 𝑌 )2] − E[𝑋 + 𝑌 ]2

=E[𝑋2] + 2E[𝑋𝑌 ] + E[𝑌 2] − (E[𝑋]2 + 2E[𝑋]E[𝑌 ] + E[𝑌 ]2)
=Var(𝑋) + 2Cov(𝑋, 𝑌 ) + Var(𝑌 )
=Var(𝑋) + 0 + Var(𝑌 ).
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L06-Q6

Quiz(独立な確率変数の母期待値)
独立な確率変数𝑋, 𝑌を考える.
E[𝑋] = 2, E[𝑌 ] = 3, Var(𝑋) = 5, Var(𝑌 ) = 11 である.

1 母期待値 E[𝑋𝑌 ] を求めよう.
2 母共分散 Cov(𝑋, 𝑌 ) を求めよう.
3 E[(−2𝑋 + 3𝑌 )(𝑋 + 5𝑌 )]を求めよう.
4 Var(−2𝑋 + 3𝑌 )を求めよう.
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