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区間推定

L10-Q1
Quiz解答:正規分布の上側確率

1 1 − Φ(𝑢).
2 𝑧𝛼 = Φ−1(1 − 𝛼).
3 𝑍 の確率密度関数が偶関数であることからいえる．
4 上より，𝑃(𝑍 < −𝑢) = 𝑃(𝑢 < 𝑍) = 𝛼/2 となる 𝑢 を考えて，

𝑧𝛼
2
= Φ−1(1 − 𝛼

2 ).
5 Φ−1(1 − 0.05

2 ) = Φ−1(0.975) = .ppf(0.975) = 1.96.

Quiz解答:区間推定の性質
1
L10-Q2
Quiz解答:母比率の区間推定
A候補に投票したを 𝑋 = 1, しなかったを𝑋 = 0 とする.

1 標本比率は ̂𝑝 = 35
50 = 0.7. 母比率 𝑝を 0.7と推定する.
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区間推定

2 母比率 𝑝の信頼係数 1 − 𝛼 = 0.95の信頼区間は,
Φ−1(1 − 0.05

2 ) = 𝑧0.05/2 = 1.96 より

7
10 − 1.96 ×√ 7

10 ⋅(1− 7
10 )

50 <𝑝 < 7
10 + 1.96 ×√ 7

10 ⋅(1− 7
10 )

50

0.7 − 0.13 <𝑝 < 0.7 + 0.13
0.57 <𝑝 < 0.83

0.5 < 0.57 なので，信頼係数 0.95では当選ってことですね（放送用
語「当選確実」こののりで判定を繰り返すと，20回に 1回に間違え
るということ）

3 母比率 𝑝の信頼係数 1 − 𝛼 = 0.99の信頼区間は, 𝑧0.01/2 = 2.58 より

7
10 − 2.58 ×√ 7

10 ⋅(1− 7
10 )

50 <𝑝 < 7
10 + 2.58 ×√ 7

10 ⋅(1− 7
10 )

50

0.53 <𝑝 < 0.87
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母分散・母平均値の区間推定

命題 (復習：母平均値の近似的信頼区間（大標本）
久保川 統計学入門公式 8.10 確率統計 I(2025)L10 )
母平均値 𝜇, 母分散 𝜎2 のなにかの分布にしたがう母集団の, 母平均値 𝜇
の 信頼係数 1 − 𝛼 の近似的信頼区間 ((1 − 𝛼)信頼区間)は, 𝑛 が大きいと
き，𝑋 を標本平均値, 𝑉 2 を不偏標本分散として,

𝑋− 𝑧𝛼/2 ×√𝑉 2/𝑛 <𝜇 < 𝑋+ 𝑧𝛼/2 ×√𝑉 2/𝑛.

長所

どんな母集団（分布）でも可

短所

近似 1 標本サイズ𝑁が大きい（大標本）ことを使った，中心極限
定理に頼る近似
近似 2 母分散 𝜎2 のかわりに不偏標本分散 𝑉 2 を使う近似

⇝ 母集団，分布に制限を付けても，任意の𝑁で正確に言いたい
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

ここまで来たよ

10 区間推定

11 母分散・母平均値の区間推定
母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散既知，小標本)
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

ちらばり (不偏標本分散)のちらばりを考えたい

標本データのちらばりって? √母分散
点推定
← √不偏標本分散

母分散の点推定の精度って?

の推定値 (点推定) の信頼区間 (区間推定)
母平均値 標本平均値 左右対称
𝜇 𝑋 = 1

𝑛 [𝑋1 +⋯] 𝑋 − 正 √ < 𝜇 < 𝑋− 負 √

母分散 不偏標本分散 左右対称でない
𝜎2 𝑉 2 = 1

𝑛−1 [(𝑋1 −𝑋)2 +⋯] 𝑉 2 × 小 < 𝜎2 < 𝑉 2 × 大
母集団が正規分布にしたがうとき

標本平均値の分布 (正規分布 )をうまく平行移動,拡大縮小すると
標準正規分布𝑁(0, 12)
不偏標本分散の分布をうまく拡大縮小するとカイ二乗分布 𝜒2

𝑘
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

カイ二乗分布 久保川 統計学入門 §8.1

定義 (カイ二乗分布 久保川 統計学入門定義 8.1(p.170) )
𝑍1,… , 𝑍𝑘, i.i.d. ∼ 𝑁(0, 12) のとき, 確率変数 𝑊 = 𝑍2

1 +⋯+𝑍2
𝑘 は, 自由

度 𝑘のカイ二乗分布 𝜒2
𝑘 にしたがう.

言語 小 大 読み
英語 𝑥 𝑋 エクス
ギリシャ語 𝜒 𝑋 カイ

𝜒2
𝑘 の確率密度関数

𝑓𝑘(𝑦) = {
𝐶𝑘 × 𝑦 𝑘

2 −1e− 1
2 𝑦 (𝑦 ≥ 0)

0 (他)
5 10 15 20

w

0.05

0.10

0.15

0.20

f
χ2 distribution, k=1,5,10

k=1

k=5

k=10

久保川 統計学入門公式 8.2 𝑊𝑘 ∼ 𝜒2
𝑘 に対して,

E[𝑊𝑘] = E[𝑍2
1 +⋯+ 𝑍2

𝑘 ] = 𝑘,Var(𝑊𝑘) = 2𝑘,E[(𝑊𝑘)ℓ] =簡単じゃない.
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

カイ二乗分布の確率密度関数と累積分布関数

1 rvx2=s t a t s . chi2 ( df=𝑘) # k は自由度

上側確率 𝛼/2 = 𝑃(𝑊 > 𝜒2
𝑘,𝛼/2) となる境い目 𝜒2

𝑘,𝛼/2 = 𝐹−1
w𝑘 (1 − 𝛼/2).

𝐹はカイ二乗分布の累積分布関数．
久保川 統計学入門数値表 p.292 久保川 統計学入門数値表 p.290 と p.292 はフォーマットが違う

1 -α
α

2

α

2

χ2k,1- α

2

=F-1(
α

2
) χ2k, α

2

=F-1(1-
α

2
)

χ2 distribution, k=3

𝜒2
𝑘,𝛼/2の定義

𝛼/2 = 𝑃(𝑊 > 𝜒2
𝑘,𝛼/2).

𝜒2
𝑘,𝛼/2 = 𝐹−1

w𝑘 (1 − 𝛼/2).
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

分布の再生性

命題 (カイ二乗分布の再生性 久保川 統計学入門公式 8.2 )
𝑋 ∼ 𝜒𝑛, 𝑌 ∼ 𝜒𝑚, 𝑋,𝑌 独立のとき，𝑋 + 𝑌 ∼ 𝜒𝑛+𝑚

定義 (再生性)
一般に，1パラメタ 𝜃 を持つ分布の族 𝐷(𝜃) があり，
𝑋 ∼ 𝐷(𝜃1), 𝑌 ∼ 𝐷(𝜃2), 𝑌 ∼ 𝜒𝑚, 𝑋,𝑌 独立のとき，𝑋 +𝑌 ∼ 𝐷(𝜃3) とな
るとき，分布の族 𝐷(𝜃) は再生性 (reproductive property)を持つという．

例 (二項分布の再生性 久保川 統計学入門公式 6.21 )
𝑋 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝), 𝑌 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑚, 𝑝), 𝑋,𝑌 独立のとき，
𝑋 + 𝑌 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛 +𝑚, 𝑝).

証明：式でも示せるが，コイン投げの意味的には明らか．
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

L11-Q1

Quiz(カイ二乗分布)
自由度 2のカイ二乗分布 𝜒2

2 にしたがう確率変数 𝑊を考える．累積分布
関数を 𝐹w(𝑤) ，逆関数を 𝐹−1

w (𝑝) とする．
次の量を 𝐹w(), 𝐹−1

w () で表そう．

1 𝑃(𝑊 < 0.1)
2 𝑃(𝑊 > 0.9)
3 𝑃(𝑊 < 𝑤) = 0.1 となる 𝑤
4 𝑃(𝑊 > 𝑤) = 0.1 となる 𝑤
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

不偏標本分散のしたがう分布 久保川 統計学入門 §8.2.2

不偏標本分散のしたがう分布
正規分布 𝑁(𝜇, 𝜎2)からサイズ 𝑛の標本𝑋1, 𝑋2,… ,𝑋𝑛, i.i.d. ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)
を取り出すとき, 不偏標本分散

𝑉 2 = 1
𝑛 − 1

[(𝑋1 −𝑋)2 +⋯+ (𝑋𝑛 −𝑋)2]

から定めた
𝑊 = (𝑛 − 1) × 𝑉 2

𝜎2

は, 自由度 𝑘 = 𝑛 − 1 の カイ二乗分布 𝜒2
𝑛−1 にしたがう.

比 不偏標本分散
母分散 は 1に近いところに分布するが,

実は，この比は確率変数 𝑊
𝑛−1 . (𝑊 ∼ 𝜒2

𝑛−1)

樋口さぶろお (数理・情報科学課程) L11母分散・母平均値の区間推定 確率統計 I(2025) 11 / 24

https://www.kyoritsu-pub.co.jp/book/b10085700.html


母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

証明じゃないけど説明
𝑋1,… ,𝑋𝑛, i.i.d. ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) に対して,

(𝑋1 − 𝜇
𝜎

)
2
+⋯+ (𝑋𝑛 − 𝜇

𝜎
)

2

は自由度 𝑛のカイ二乗分布 𝜒2
𝑛にしたがう.

𝜇 を 𝑋 に替えた，

𝑊 = (𝑋1 −𝑋
𝜎

)
2

+⋯+(𝑋𝑛 −𝑋
𝜎

)
2

は自由度は 𝑛−1 のカイ二乗分布 𝜒2
𝑛−1にしたがう.

𝑊 = (𝑛 − 1) × 𝑉 2

𝜎2 .
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

母分散の区間推定

𝑃(𝐹−1
w𝑛−1(𝛼/2) < (𝑛 − 1)𝑉

2

𝜎2 < 𝐹−1
w𝑛−1(1 − 𝛼/2)) =1 − 𝛼

1 -α
α

2

α

2

χ2k,1- α

2

=F-1(
α

2
) χ2k, α

2

=F-1(1-
α

2
)

χ2 distribution, k=3

久保川 統計学入門図 8.6

不等式を 𝜎2 について解いて次の結果を得る.

正規母集団の母分散の信頼区間 久保川 統計学入門公式 8.8

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) のサイズ 𝑛 の標本の不偏標本分散が 𝑉 2 のとき, 母分散 𝜎2 の信頼
係数 1 − 𝛼 の信頼区間は

𝑛 − 1
𝐹−1

w𝑛−1(1 − 𝛼/2)
× 𝑉 2 <𝜎2 < 𝑛 − 1

𝐹−1
w𝑛−1(𝛼/2)

× 𝑉 2

𝑛 − 1
𝜒2

𝑛−1,𝛼/2
× 𝑉 2 <𝜎2 < 𝑛 − 1

𝜒2
𝑛−1,1−𝛼/2

× 𝑉 2

𝑛 大という条件なし，近似なしだけど，𝑋が正規分布にしたがう（正規母集団
久保川 統計学入門 §8.1 ）という超強い条件下．
だいたい 𝑉 2 だけど,「かける」補正係数 (𝑛 − 1)/𝑊 ≃ 1, 𝑊 ∼ 𝜒2

𝑛−1.
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母分散・母平均値の区間推定 母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布

L11-Q2

Quiz(母分散の区間推定)
あるファーストフードチェーンのポテトフライ Sの重さは正規分布に従
うという.
お店で 9個のポテトフライ Sサイズを買って重さを量り, サイズ 9の標本
とした.
このとき標本平均値は 80g, 不偏標本分散は 72g2 だった.
母分散 𝜎2 を信頼係数 1 − 𝛼 = 0.95で区間推定しよう.

久保川 統計学入門例題 8.9
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母分散・母平均値の区間推定 母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散既知，小標本)

ここまで来たよ

10 区間推定

11 母分散・母平均値の区間推定
母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散既知，小標本)
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)
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母分散・母平均値の区間推定 母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散既知，小標本)

標本平均値のしたがう分布 (正規母集団, 母分散既知)

久保川 統計学入門 §8.2

𝑁(𝜇, 𝜎2)にしたがう母集団 (正規母集団)の, サイズ 𝑛 の標本を何回も取
り出して, 毎回, 標本平均値 𝑋 を計算する.
標本平均値𝑋 = 1

𝑛(𝑋1 +⋯+𝑋𝑛)は確率変数
𝑈𝑛 = 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2/𝑛). 𝑍 = 𝑋−𝜇

√𝜎2/𝑛 ∼ 𝑁(0, 12).

命題 (正規分布の再生性 久保川 統計学入門公式 6.21 )
𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎2

1), 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎2
2), 𝑋,𝑌 独立のとき，

𝑋 + 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎2
1 + 𝜎2

2).

𝑛 → +∞ しなくても最初から正規分布
超強い仮定として，正規母集団を仮定すれば， 近似 1 を取り除ける!
近似 2 (𝜎2 を 𝑉 2 で置き換えちゃう)は使わずに書いてみる
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命題 (母平均値 (正規母集団, 母分散既知)の信頼区間
久保川 統計学入門公式 8.6(1) )
𝑁(𝜇, 𝜎2)にしたがう母集団の, 𝜎2がわかっているとき, サイズ 𝑛の標本
から区間推定すると, 母平均値 𝜇 の 信頼係数 1 − 𝛼 の信頼区間 ((1 − 𝛼)
信頼区間)は, 𝑋 を標本平均値として,

𝑋− 𝑧𝛼/2 ×√𝜎2/𝑛 <𝜇 < 𝑋+ 𝑧𝛼/2 ×√𝜎2/𝑛.

何回も標本抽出して何個も信頼区間を求めた とき, 信頼区間が 𝜇 を
含む確率は, 信頼係数 1 − 𝛼. 推定が外れる確率 𝛼.

切りがいい𝛼の𝑧𝛼は 𝑧0.05
2

= 1.96, 𝑧0.01
2

= 2.58.
μ

X

X

X

X

X

x

1.96σ/√n

樋口さぶろお (数理・情報科学課程) L11母分散・母平均値の区間推定 確率統計 I(2025) 17 / 24

https://www.kyoritsu-pub.co.jp/book/b10085700.html


母分散・母平均値の区間推定 母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)

ここまで来たよ

10 区間推定

11 母分散・母平均値の区間推定
母分散の区間推定・信頼区間とカイ二乗分布
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散既知，小標本)
母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)
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母分散・母平均値の区間推定 母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)

t分布

あとは，近似 2をなんとかしたい．

定義 (t分布 久保川 統計学入門定義 8.3 )
𝑍 ∼ 𝑁(0, 12), 𝑊 ∼ 𝜒2

𝑘, 𝑍と𝑊が独立,
のとき連続型確率変数 𝑇 = 𝑍

√𝑊/𝑘 のしたがう分布を自由度 𝑘 の (ス
チューデントの, またはゴセットの)t分布 t𝑘という.

自由度 𝑘 が小さいとき, 𝑁(0, 12) よ
り低く広い.
自由度 𝑘 → +∞ で 𝑁(0, 12) に一致
する.

確率密度関数𝑓𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘⋅(1 + 1
𝑘
𝑥2)

− 𝑘+1
2

.
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t分布の確率密度関数と累積分布関数 久保川 統計学入門 p.171

Python scipy.stats.t(df=𝑘)
t分布の確率密度関数は偶関数なので, 𝑡𝑘,1−𝛼 = −𝑡𝑘,𝛼.
久保川 統計学入門数値表 p.291 上側確率 𝛼 = 𝑃(𝑇 > 𝑡𝑘,𝛼) となる 𝑡𝑘,𝛼 の値.
久保川 統計学入門数値 p.291 と p.290 はフォーマットが違う

t𝑘 → 𝑁(0, 12), 𝑡𝑘,0.025 → 1.960, 𝑡𝑘,0.005 → 2.576 (𝑘 → +∞).

-4 -2 2 4
t

0.1

0.2

0.3

0.4

t-distribution ( k = 2, 5, 10), N (0, 1)

1-α
α

2

α

2

-tk(
α

2
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α

2
) 0 tk(

α

2
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L11-Q3

Quiz(t分布の確率と 𝑡𝑘,𝛼)
標準正規分布にしたがう確率変数 𝑍 ∼ 𝑁(0, 12) と, 自由度 𝑘 = 40の t分
布にしたがう確率変数 𝑇 ∼ t40 を考える. 各分布の累積分布関数の逆関
数 𝐹−1

t を使って答え, さらに数値にしよう.

1 確率 𝑃(𝑍 > 𝑧) = 0.025 となる 𝑧を求めよう.
2 確率 𝑃(𝑍 > 𝑧) = 1 − 0.025 となる 𝑧を求めよう.
3 確率 𝑃(𝑇 > 𝑤) = 0.025 となる 𝑤を求めよう.
4 確率 𝑃(𝑇 > 𝑤) = 1 − 0.025 となる 𝑤を求めよう.
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母分散・母平均値の区間推定 母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知，小標本)

母平均値の区間推定 (正規母集団, 母分散未知)

母分散既知の区間推定では, 標本平均値を標準化した. 𝑍 = 𝑋−𝜇
√𝜎2/𝑛 .

ふつう, 𝜇 がわからないときは 𝜎2 もわかってない.
𝜎2 のかわりに不偏標本分散 𝑉 2 (確率変数)を使った, 標準化もどき

𝑇 = 𝑋−𝜇
√𝑉 2/𝑛 =

𝑋−𝜇
√𝜎2/𝑛

√ (𝑛−1)𝑉 2
𝜎2 /(𝑛−1)

でやっちゃいたい. 分子∼ 𝑁(0, 12), 分母

= √𝑊/(𝑛 − 1),𝑊 ∼ 𝜒2
𝑛−1，実は𝑊 と 𝑋 は独立，より, 𝑇 ∼ t𝑛−1.

命題 (𝑇の分布 久保川 統計学入門公式 8.4 )
母集団 𝑁(𝜇, 𝜎2) から, サイズ 𝑛の標本𝑋1, ⋯ ,𝑋𝑛を取り出したとき,

𝑇 = 𝑋− 𝜇
√𝑉 2/𝑛

は, 自由度 𝑛 − 1の Student の t分布にしたがう.
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母平均値の信頼区間 (母分散未知) 久保川 統計学入門公式 8.6(2)

(母分散未知の)正規分布𝑁(𝜇, ?2)にしたがう母集団から, サイズ 𝑛の標
本を得たとき, 母平均値 𝜇 の 信頼係数 1 − 𝛼 の信頼区間は

𝑋− 𝑡𝑛−1,𝛼/2 ×√𝑉 2/𝑛 < 𝜇 < 𝑋+ 𝑡𝑛−1,𝛼/2 ×√𝑉 2/𝑛.

ただし, 𝑋:標本平均値, 𝑉 2:不偏標本分散, 𝑛: 標本サイズ, 𝑡𝑛−1,𝛼/2: 自由
度 𝑛 − 1 の t分布の上側確率が 𝛼/2 となる点.

母分散既知 確率統計 I(2025)L10 と比べて,
𝜎2 ⇝ 𝑉 2

𝑧𝛼/2 ⇝ 𝑡𝑛−1,𝛼/2
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L11-Q4

Quiz(母平均値の区間推定 (母分散未知))
あるドーナツ製造マシンが製造するドーナツの重さ𝑋gは, 正規分布にし
たがう確率変数である
製造された 4個のドーナツの重さを測定したところ, 次のようだった.
51g, 52g, 47g, 50g.

1 母平均値 𝜇 = E[𝑋] を, 信頼係数 1 − 𝛼 = 0.95で区間推定しよう. ま
ず, 𝑡𝑘,𝛼 または 𝐹−1

t で書き, 小数に直そう.
2 母平均値 𝜇 = E[𝑋] を, 信頼係数 1 − 𝛼 = 0.99で区間推定しよう.
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